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Limiti di funzioni reali

01 — Introduzione.

Abbiamo giaintrodotto il concetto di limite per quanto riguarda le successioni. Estenderemo in
guesto capitolo il concetto di limite alle funzioni numeriche reali.

I limiti sono di fondamentale importanzain tuttal’ analis matematica. Derivate ed integrali sono
stessi dei limiti.

02 —Funzioni numerichereali.

Preso un sottoinsieme A di R ogni f: A &aR edettafunzione numericareaedi dominio
A . 1l dominio puo essere anche R stesso.

Unafunzione (d' orain poi ometteremo per semplicitail termine “numericareale’) puo essere
indicataanchecon y =f(x) .

Due funzioni su un dominio dato possono essere sommate, sottratte, moltiplicate e divise (il
denominatore deve essere diverso da 0 per ogni punto del dominio) ottenendo cosi una nuova
funzione sullo stesso dominio. Unafunzione pud essere moltiplicata per una costante e di una
funzione si pud determinare il valore assol uto.

Date due funzioni sullo stesso dominio, se una é maggiore od uguale dell’ altra (per ogni punto
del dominio) essa s chiamera maggiorante della prima, se &€ minore, minorante.

L’insieme di tutte le funzioni numeriche reali definite sul dominio A si indicacol simbolo:
Ry

03 — Limitedi unafunzionein un punto.

Sia f appartenentead FA ed x0 appartenentea D(A) . Per x chetendead x0 possono
aversi trecasi :

- limitefinitoin x0 . Lafunzioneconvergea | ohalimite | perxchetendea x0 se:

Yee RYAB(s e R 3 |fin —i|<s¥xe | - 8(),x, + S - 1x, )N 4

Si scriveradlora:
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lim f(x) =1

=¥y

oppLre

fl:}t':l Tﬂ!j

- limite infinito positivoin_x0 . Lafunzione diver ge positivamente o halimite +o
per x chetendea x0 se:

Yee RIS e R 3 fix)= s ¥xe(fx, - S(a) x, + (8- {x, }IM A4

Si scriveradlora:

lim (=) = +eo

=¥

oppLre

f{ijﬂ;W

- limite infinito negativoin X0 . Lafunzione diver ge negativamente o halimite -co
per x chetendea x0 se:

Yee RAS(5) e R 3 fix) <, ¥rellx, - &), x, + (=)~ {x, }IMN A

S scrivera alora:

lim f(x) = -0

=¥

oppre

f {I:l Tﬂ;—m

Graficamente, nell’ ordine (semplici casi emblematici) :
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[+

v y=fix] B f y=i{x] g

w0 wl+d

x0-d
all-d = g w0+d n w0-d = w0+d y :‘ F/ ,

y=tx]

[l limite in un punto puo essere anche considerato tendendo ad dadestra (per valori
maggiori) o dasinistra (per valori minori). | limiti cosi definiti si chiamano limite destro e
limite sinistro e s indicano con :

lim /() =

K=+ ¥
OpPLre

him J(x={

X=xy

Seinun punto il limite destro coincide col limite sinistro, allorain quel punto lafunzione halimite
(coincidente con i limite destro e sinistro).

In un punto, infine, pud non esistere il limite ma possono esistereil limite destro ed il limite sinistro
(diversi). Oppure solo il limite destro o solo il limite sinistro, o0 nessuno dei due.

Diamo un esempio di grafici di alcune funzioni in cui i limiti destri e sinistri in un punto sono divers :

d \

04 —Limitedi unafunzione all’infinito.
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Sia f appartenentead FA edil dominiodi f siaillimitato adestra. Per x che tende
al’infinito possono avers tre cas :

- limitefinito. Lafunzioneconvergea | ohalimite | perxchetendea +o se:
Yee RTA5(s) e R3 |F(x) | <5, ¥x € A |5(£) 400

Si scriveradlora:

him S(= =

N =*+o

oppre

- limite infinito positivo. Lafunzione diver ge positivamente o halimite +o per x che
tendea +oo se:

Yee RAS(E) e B3 fix) = g, ¥x e AN |5(e),+oo|
Si scriveradlora:

lim f(x) = +eo

K=+

SppLre

f{x)ﬁﬁﬂ

- limite infinito negativo. Lafunzione diver ge negativamente o halimite - per x che
tendea +oo se:

Yee RAS(e) e B3 fix) <, ¥xe AN B(e),+o0
Si scriveradlora:

lim J(x) = -

K=+

oppLire

f{x]ﬁ—m

Graficamente, nell’ ordine (semplici casi emblematici) :
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v y=f(x) ) y=f{s)

y=tx]

Cas analoghi si hanno per x tendentea -oo.
05— Calcolo dei limiti.
[1 [imite in un punto o al’infinito pud non esistere, pero, se esiste, € unico.

Cosi come per le successioni, anche per le funzioni non esistono metodi generali per il calcolo
del limiti con la solaimportante eccezione delle funzioni continue (vedi apposito capito) per

le quali il limitein un punto € uguale a valore dellafunzione in quel punto. Siccome le funzioni
continue costituiscono la classe di funzioni che si incontra pit spesso, calcolare un limite quindi
€ Spesso una operazione di routine.

Il calcolo dei limiti puo risultare invece problematico dove lafunzione non € continua, nei punti
dove diverge, agli infiniti e nel casi delle forme indeterminate (vedi di seguito).

In ogni caso, ipotizzato il valore di un limite, € sempre possibile verificarne |’ esattezza applicando
ad la definizione. Rimandiamo al capitolo sulle successioni I’ esempio di verificadi un limite.

Per il calcolo dei limiti risultano importanti i seguenti teoremi (di cui ometteremo le dimostrazioni).

Dateduefunzioni f e g sul dominio A checonvergono nel punto x0 ai limiti finiti
rispettivamente a e b s ha:

f+gaa+b per x tendentea x0
f-gaa-b pe x tendentea xO
f*gaa*b pe x tendentea x0
c*fac*a pea x tendentea x0,dove c eunnumero reae
fl ala per x tendentea xO

Seinoltre b édiversoda 0 e g édiversadazero per ogni puntodi A s ha:
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flgaalb per x tendentea xO0

Seinvece unadelle due funzioni divergeper x tendentead x0 (otendeaOin certi cas
particolari) si hala seguente tabella:

f g f+g f*g flg
a+oo per x a x0 inf. limitata nell’intorno di x0 a+oo

a-o per x a x0 sup. limitata nell’ intorno di x0 a-o

a+oo per x a x0 positiva nell’intorno di xO A+

a+oo per x a x0 negativa nell’intorno di x0 a-oo

al0 perxax0 limitata nell’ intorno di x0 ao

al>0per x a x0 a0 e positivanell’intorno di x0 A+
al>0perx a x0 a0 e negativa nell’intorno di x0 a-o
al>0per x a x0 a+too per x a x0 ao
al>0per x a x0 a-o perx a x0 ao

dove perintornodi X0 s intende un opportuno intorno circolare meno il punto x0 stesso
intersecato con A . Lalimitatezza é ovviamente riferitaa codominio dellafunzione.

Non si puo affermare nulla, invece, nel seguenti casi che per questo vengono chiamati
indeter minati :

f g ovvero
a+oo per x a x0 a-o +00-c0
al perxaxo A+ 0* o0
ao ao 0/0
a+oo a+oo 0o/oo

etutti gli altri casi che si ottengono combinando i segni dell’ infinito.
Analoghi teoremi valgono anche per x tendente all’ infinito positivo e negativo.

Il calcolo dei limiti indeterminati puo essere arduo. Vedremo in seguito (nel capitolo relativo
ale derivate) acuni importanti teoremi utili ad eliminare |’ indeterminatezza.
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Vale anche il seguente teoremafondamentale di Cauchy (di cui omettiamo la dimostrazione) :

condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione numericareale convergain un
punto appartenente a derivato del dominio é che:

Yee RTA8(e) 3|/ (2N - F(x")| <5, ¥x" 2" e ([, - 8(8), x, + 8()| —{x, )N 4

06 — Funzioni monotone.

Unafunzione numericareale f puo essere crescente, non decr escente, decrescente e
non crescente se per ogni coppiadi punti del dominio x* e X’ ,con X <x' ,d ha
nell’ordine :

f(x') <f(x'"), crescente
f(x’) <f(x’") , non decrescente
f(x’) >f(x'"), decrescente
f(x’) =f(x’’), non crescente
In ognuno di questi casi lafunzione si dice monotona.

L e funzioni monotone possiedono importanti proprieta anche riguardo ai limiti. Omettiamo di
esporle perché si tratta di proprieta evidenti.

07 —Limiti inferiori e superiori.

Se unafunzione oscilla nel tendere ad un punto o al’infinito, puo essere utile definireil limite
superiore od inferiore. Non ci addentreremo nell’ analisi di questi tipi di limite cheillustreremo
con il seguente esempio :

1

JANVAY|
VARVARE “

1

Questa funzione diverge oscillando per x chetende all’ infinito positivo. Oscillafra —1 e
+1 per x chetendeadl’infinito negativo. Per x chetendea O+ essatendea O, per
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X chetendea O- ,essaoscillafra -1 e +1.

[ [imiti sono :
limsupf(x) =1 perxa -«
limsupf(x) =1 paxal-
l[iminff(x)=-1 perxa -«
liminff(x)=-1 paxal0-
limf(x)=0 per x & 0+
limsup f(x) =+ per x & +oo
liminf f(X) =-0 perx a +o

Sein un punto o agli infiniti il limite superiore € uguale a limite inferiore, alloraessi coincidono
conil limite.

Fine.
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